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Resumo: Consideramos processos estocédsticos definidos por equagdes diferenciais es-
tocésticas em que o coeficiente de tendéncia (drift) sofre uma mudanga de um regime
com tendéncia positiva para um regime com tendéncia negativa quando a trajectoria
atinge um limiar superior M e sofre uma mudanca de um regime com tendéncia ne-
gativa para um regime com tendéncia positiva quando a trajectdria atinge um limiar
inferior m.

Em estudos anteriores [5], implementdmos um procedimento para estimar os li-
miares M e m quando a equagdo diferencial estocdstica em questdo é a dada pelo
processo browniano com tendéncia e demonstrdamos a consisténcia dos estimadores
quando o processo é observado em continuo. Neste trabalho, em que tratamos o caso
da observagao em tempo discreto do processo e quando o intervalo de discretizagao
tende para zero, propomos um procedimento de estimagao, apresentamos um estudo
de simulagéo com trés exemplos (Browniano com tendéncia, Browniano geométrico e
processo de Ornstein-Uhlenbeck) e demonstramos a consisténcia dos estimadores.

Palavras—chave: processo com alternancia de regimes, limiar, estimador dos minimos
quadrados

Abstract: We consider stochastic processes defined by stochastic differential equa-
tions in which the drift switches from a positive value to a negative value as the
trajectory hits an upper threshold M and switches from a negative value to a positive
value as the trajectory hits a lower threshold m.

In previous studies [5] we implemented a threshold estimating procedure for M
and m when the stochastic differential equation under scrutiny was the one defining
the Brownian process with drift and we proved the consistency of the estimators when
the trajectories were continuously observed. In this work, dealing with the discretely
observed trajectories when the length of the interval between observations goes to
zero, we propose an estimation procedure, we present a simulation study with three
examples (Brownian with drift, geometric Brownian motion, and Ornstein-Uhlenbeck
process) and we prove the estimators consistency.

Keywords: regime switching process, threshold, least squares estimator.
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1 Introducgao

O modelo auto-regressivo com limiares (threshold-TAR) estd bem documentado
e estudado no caso de séries temporais, veja-se, por exemplo, [8], [6], [2] ou
[3]. Questoes do mesmo tipo foram abordadas em [4] usando observagdes do
processo num intervalo de tempo fixo e recorrendo ao estimador da méxima
verosimilhanca para o limiar.

Neste trabalho centramos o nosso estudo em processos cujos regimes (regime
com tendéncia positiva e regime com tendéncia negativa) sdo definidos a partir
dos limiares, isto é, partindo de um processo com tendéncia positiva, haverd uma
mudanga de regime que se traduz por uma alteracao da tendéncia do processo
(para um valor negativo) quando o processo atinge um limiar superior que iremos
designar por M. Quando o processo se encontra no regime cuja tendéncia é
negativa a mudanca de regime ocorrera quando o processo atinge um limiar
inferior designado por m, passando o processo de novo ao regime de tendéncia
positiva.

O nosso principal objectivo é o de introduzir um procedimento de estimacao
dos limiares, m e M, considerando conhecidos os outros parametros do modelo,
demonstrando a consisténcia dos estimadores dai resultantes quando o processo
é observado em tempo discreto e o intervalo de discretizacao tende para zero.
De referir que em [5] 0 mesmo problema j4 foi abordado com sucesso mas apenas
para o processo browniano com tendéncia e quando o processo é observado em
continuo.

O modelo em analise pode ser representado pela equacao diferencial es-
tocastica,

dXt = a(pu(t), X¢)dt + b(o, X)dBy, Xo = x0 € [m, M], (1)
onde
p(t) =D [Ty raria (8 + 120y ral ()] 1,2 € R
k>0
emque 0 =7) <7 <...<7; <...s80 os instantes (aleatérios) em que as

trajectérias atingem os limiares.

Supomos que o processo pode ser observado nos instantes da forma jA,,, j =
0,...,N onde A, é o intervalo de discretizagio, ou seja, a distancia temporal
entre duas observagoes consecutivas. Para efeitos de estudo assimptotico iremos
supor que A,, decresce para zero e que o numero de observagoes N = N(n)
verificard a relagio N = 1/A2 isto significa que, para cada n, observaremos

o processo no intervalo [0,V N]. No que se segue escreveremos f(t — s) =

O(|t — s|) para representar que limp,_ \fl(tt:ssl)l =C,com 0 < C < oo (e
limy;_g—o f(|t—s|) = 0) e consideraremos para cada N e s =0, ..., N, a dlgebra-
0—7

Sré\f = O({Xo,XAn,...,XSAn} U {7—17~-~77—Kn}) .
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2 Procedimento de Estimacao

A ideia base na determinacgao dos estimadores dos limiares passa por implemen-
tar um procedimento de minimizagao da soma dos quadrados dos erros, isto é,
para cada N e A, o procedimento serd implementado da seguinte forma.

1. PA’ara limiares fixos m e M, classificaremos as observagoes em regimes,
Ri(m,M) e ﬁg(m, M) correspondentes aos regimes, do processo inicial,
com tendéncia positiva e com tendéncia negativa, respectivamente. De
seguida, e com base nesta classificacao, calcularemos a soma do quadrado
dos erros (condicionais),

LSEy(m, M) =

2
= {(X(j+1) B X Gana, 1 Xia.)  La, way (Kans Xgrna,)

+ (X(J+1 Euo [X(j41)4,1X; ])2H(EQXEQ)((‘XJ'AMX(j+1)An))}7

(2)
onde E, [X(j+1)a,|X;a,] representa o valor esperado de X 1)a, dado
Xja, quando a tendéncia do processo é funcdo de p,, ou seja, quando
a(p,z) = a(pyp, ), temos também que I[(prﬁp)((XjAn,X(j+1)An)) sig-

nifica que XA, e X(j41)a,) estdo ambos classificados no regime p com
p=12.

2. Escolheremos para estimadores dos limiares, os valores de (my, My) que
minimizam LSEy(m, M), ou seja,

(T/r\LN,]/\ZN) = argmin,, r;)LSEN(m, M). (3)

Observagao 2.1 A classificacdo em regimes € feita da sequinte forma: fixando
(m, M), as observagdes vao sendo classificadas no regime 1 até encontrarmos
a primeira observagao que € maior ou igual a M, sendo essa observacgao clas-
sificada no regime 1 e simultaneamente no regime 2, todas as observacoes dai
em diante serdo classificadas no regime 2 até encontrarmos uma observagdo que
seja menor ou igual a m sendo essa observacao classificada, ainda, no regime
2 mas simultaneamente no regime 1, o processo de classificacao continua até
todas as observagdes estarem classificadas.

3 Exemplos de Aplicagao com simulacao

Nesta secgao descrevemos os resultados da implementacao do método de es-
timagao proposto através de simulagdo. A implementacao foi realizada num
computador Pentium IV a 2.4Ghz. A demonstragdo da consisténcia do esti-
mador serd efectuada na secgao 4. Para cada um dos exemplos seguintes foi
previamente verificada a convergéncia do estimador.
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3.1 Um processo do tipo Browniano com drift

O processo que consideramos a seguir obtem-se a partir do processo Browniano
adicionando-lhe uma tendéncia que pode tomar dois valores distintos simétricos.

dX; = p(t)dt + odB;, Xy = xo, (4)

onde

p(t) = [Ty o [(8) + 12Ty [ (D] 11 >0, 9 < 0.
k>0

Por uma questao de simplicidade assumimos que mudanga de regime traduz-
se por uma mudanca no sinal do parametro de drift, isto é, vamos considerar
pi=1lLp=-1m=-2eM=2e0=.9.

Para este modelo as condigoes de (4.1) a (4.4) sdo trivialmente verificadas
excepto a condigao (4.2) o que nao inviabiliza os resultados obtidos pois é ficil
demonstrar o lema (5.1) de forma alternativa e pelo facto de f1(X) =1,¢1(X) =
1 também se pode usar este facto para simplificar a demonstragao do resultado
sobre a consisténcia dos estimadores dos limiares sem usar a condigdo (4.2).

Os resultados obtidos pela simulagdo sdo baseados nos seguintes pressupos-
tos, o passo de discretizacdo é dado por A,, = 1/2" com n =4, ...,9. Calculou-
se a soma LSE para valores de (m,M) € [-2.8,1.5] x [1.5,2.8] colocados
numa grelha com passo .05 tendo-se depois refinado a busca para (m,M) €
[—2.05,1.9] x [1.9,2.05] com passo .01.

Obtiveram-se os resultados explicitados na tabela seguinte

Tabela 1: Estimativas dos limiares (—2,2) para o Browniano com drift.

T/T\LN My
n=41]-2.03 | 2.02
n=>5|—-198 | 1.9
n=61|—-196 | 1.97
n="7|-196 | 1.99
n = —1.96 | 1.99
n=91]-199 | 2.0

Pode-se concluir que mesmo com um nimero muito reduzido de observagoes
as estimativas devolvem valores dos limiares com boa aproximagao.

3.2 Um processo do tipo Browniano geométrico

dXt = /J(t)Xtdt + O'XtdBt, XO = Xy, (5)
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onde

:u(t) = Z [MlH[Tzk7T2k+1[(t) + HQH[T2k+1,Tzk+2[(t):| ) ,Ul > 07/‘1“2 < O
k>0

Observagao 3.1 Uma vez mais a unica duvida prende-se com a verifica¢ao da
condi¢ao (4.2) que terd de ser verificada com r = 4 porque f1(X) =X, 1(X) =
X?2. No regime 1 o processo verifica 0 < X, < M, pela definicdo do processo
com limiares temos sempre que Xy < M e a outra desigualdade verifica-se por
estarmos perante um processo nao negativo. No regime 2 e tendo em atencao
que 0s 4’s momentos sao conhecidos conclui-se que os mesmos sao finitos desde
que piz < —302.

Considerou-se, p1 = 1, us = —1 e 0 = .6, para os limiares m =5 e M = 15.
Calculou-se LSE para valores de (m, M) € [4,6] x [14,16] numa grelha com
passo .1 e obteve-se,

Tabela 2: Estimativas dos limiares (5,15) para o Browniano geométrico.

T?LN My
n=41| 45 14
n=>5| 55| 143
n==61| 53 | 14.7
n=7| 52| 148
n=8/| 53 | 14.7
n= 5.1 15

Neste caso as estimativas obtidas sé tém uma boa aproximacao quando o
nimero de observagdes ¢ o méximo considerado no estudo (da ordem de 2°.

3.3 Um processo do tipo Ornstein-Uhlenbeck

Este processo pode obter-se a partir do processo de Ornstein-Uhlenbeck consi-
derando um coeficiente de tendéncia a tomar dois valores distintos.

dX, = p(t)Xdt + odB,, Xo = o, (6)

onde

pu(t) = Z [MI]I[TkaTQk+1[(t) + /“’LQ]I[Tzk+1772k+2[(t)] s 1> 0,09 <0
k>0

Observagao 3.2 A condigdo (4.2) terd de ser verificada com r = 2 porque
f1(X) = X,91(X) = 1 pelo que se podem fazer algumas simplificagdes na de-
mostra¢ao. Uma vez mais, no regime 1 o processo verifica 0 < X; < M, pelo
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que ja foi dito anteriormente teremos Xy < M a outra desigualdade terd de
ser imposta porque se Xy < 0 para algum t no regime 1 pode acontecer que
lim; ., Xy = —o0 e perde-se o efeito de processo com limiares (no regime 1
com Xo > 0 o processo X; € submartingala mas se Xg < 0 o processo € super-
martingala). No regime 2 € trivial verificar que sup,sq E[X;] < oco.

Considerou-se, 1 = 1,us = —1 e 0 = 1, e para os limiares m =1 e M = 4.

Calculou-se a soma LSE para valores de (m, M) € [.8,1.2] x [3.4,4.2] numa
grelha com espagamento .05 e obteve-se,

Tabela 3: Estimativas dos limiares (1, 4) para Ornstein-Uhlenbeck.

my | Mn
n=41]105]| 3.8
n=2>5 | 1.05 | 3.85
n==6| 1.0 | 3.85
n=7]105| 3.9
n=238 | 1.05 | 3.95
n=9| 1.0 | 4.0

As estimativas obtidas para os limiares sdo aceitdveis com um numero de
observacoes intermédio, relativamente aos exemplos anteriores.

4 Sobre a consisténcia do estimador

Os processos aos quais se aplica o resultado principal desta seccao deverao sa-
tisfazer um conjunto de condi¢bes que explicitamos a seguir.

Condicao 4.1 X; verifica as condi¢oes usuais para a exristéncia e unicidade de
solug@o para a equagao diferencial estocdstica que o define (EDE) (1) em ambos
os regimes, |a(p, )| + |b(o, )| < C(L+ [x]), para p € {p1, p2}-

Condigao 4.2 sup,~q E[|X;|"] < oo para r definido de forma mais adequada
para cada caso (nos casos em estudo r = 4).

As condigoes técnicas seguintes sao suficientes para ndo complicar demasi-
adamente a demonstragao e ao mesmo tempo definem uma classe de processos

suficientemente ampla para comportar os exemplos tratados anteriormente.
Repare-se que podemos escrever, para s < t,

t
E,[X/|X,] = X, +/ Efa(p, X.)|XJdu = Xo + f(Xort —s,p)  (7)

pelo que poderemos introduzir as seguintes condigoes:
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Condicao 4.3 E,[X;|X,] = X+ f1(Xs) fa(t—s, ) com f1(Xs) < C1(1+]X4P)
e fa(t —s,p) = O(t — 8),Ypu = pa, pa.

Condicao 4.4 V,[X:|X,] = g1(Xs)g2(t — s, ) com g1(Xs) < Co(1+|X4]7) e
g2(t -5, /u’) = O(t - S),V/J'

Podemos agora enunciar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.5 Sob as condigoes de (4.1) a (4.4), o estimador
VN €N, (ﬁ%N,Z/W\N) = argmin,, rpLSEN(m, M),

com LSEN como em (2), é consistente.

Demonstracdo. A ideia principal da demonstracdo é mostrar que se a sucessao

((mN’MN))NeN nao converge para (mg, Mp) entdo ndo poderemos estar pe-

rante uma sucessao ((ﬁz N, M N)) de valores que minimiza a soma dos qua-
NeEN
drados dos erros.

Suponha-se que a sequéncia ((ﬁ% N, M N)) nao é consistente, poderemos
NeN

entdo escrever que existe § > 0 e existe £(d) > 0 tais que:
VpEN,HNZp/\P[”(’fI\’LN,MN)—(mo,Mo)H >(5] > e (8)
Consideremos primeiro o caso em que

lim sup P[fiy > mo + 0m A My < My — 6p7] > €. (9)

N—o0
Entao existe uma sub-sequéncia (M y,, M, )ien de (Mmy, My ) nen tal que

lim Pliiy, > mo + 6m A My, < My — 0] > € (10)

11— 00

por simplicidade assumamos que isto se verifica para a sequéncia original.

Podemos decompor a expressao LSFE introduzindo a correcta classificacao
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em regimes,

LSEx (i, My) =
N-1 )
=> {(X(j+1)An —Eu [X(4na,lX;a,])"

<.
[}

X [H(Elxﬁl)ﬁ[(lﬁ><R1)U(R2><R2)]} (Xja,, XG+na,))
2
+ (XG4na, = EwlXgra,Xia,])" x

x [H(EQXEQ)O[(Rl XR1)U(R2><R2)]:| ((X]An ? X(j+1)An))} (11)

N-1

2
+ {(X(j+1)An —Eu [XGana,lXja,l)™ x

7=0
X [H(El x R1)N[(R1 x R2)U(Ry le)]} (Xja,, XG+na,))

XjAn])2 X

+ (X(j+1)A'rL - EH2 [X(j+1)A,,L

X [H(EQXEQ)O[(RlXRQ)U(RQXRl)]:| ((XjAn’X(j+1)A7L))} .

Somando e subtraindo as esperancas condicionais sob as verdadeiras classi-
ficagoes em regimes, obteremos,

LSE(fiy, My) =
N—-1 )
= {(X@‘H)An =B [XGr1an 1 Xja.]) Iryxr) (Xja,: X41a,))

2
+(X(+na, — EnlXiina, [ Xia,l) H(Rz><R2)((XjAn>X(j+1)An))}

kN
2
+ Z {(X(nﬁl)An — B [Xon, 408, 1X5]) Ty x o) (Xny a5 X(ny4+1)4,))
i=1
2
+ (Xn, 418, — B (X414, 1X5,]) H(Rngl)((XnJAn,X(nj+1)A”))}
(12)
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mais os termos

Z XG+na, = B (X, X8, DBy [(XGrna, 1 Xa,]-
J

=0
— By, [X(JH)A [ Xja, ]I (Rax R3)N(Ry x Ry)
+2(X 1 na, = Eunl[Xgrna, [ Xia, D (Ew [ XGia, 1 Xja, -

- ]Em [X(j+1)An |XjAn])H(1§1 Xﬁl)m(RﬂRQ)}

kn
+Z{2(X(nj+l)An _Eﬂz [X(nj+1)An|X7—j])x (13)
j=1
X [(Euz [X(nj+1) n Tj] —Eu [X(anrl)An X"jAnD]I(filxﬁl)
F(Epo[Xny+1)8, 1 X7 ] = By [X(nj+1)An|anAnD]1(§2X§2)} LR, x ro)
+ 2()((7LJ+1)A EMI [X(nj+1)An|XTj])x
X [(E (nj+1)A, |XTJ-] - Em [X(anrl)An |anAnD]I(§1><§1)
+((EH1 [ (nj+1)A, |X7j] - EMQ [X(n_7'+1)An |anAnD]I(§2 xﬁz)} ]I(R2 XRl)}
e os quadrados,
N—1
{(Em [X(j+1)An |XjAn] —Ep, [X(j+1)An ‘XjAnDZH(Ez x R2)N(R1 X R1)
§=0
HEs [X(11a,1X58,] = B (XG4 a, 1 Xia )Lz, Xfmm(szRQ)}
kN
+ {[ 12 X (ng 41801 X 7] = Bt [X (s 11)8, 1X0,8,) "L 5, < ) (14)
j=1
(B [X(n;11)A, [ X7;] *]Euz[X(nj+1)An|Xn_7An])2H(§2X§2>] I(Ryx Ry)
+ { 1 [ X102, 1 X7 ] = By [ Xy 41)A, anAn])QH(ﬁlxﬁl)

+((EM1 [X(anrl)An ‘XTJ‘] - ]EH2 [X(nj+1)An |anAn])2]I(§2><1§2)} ]I(R2><R1)} 5
onde ky é o ndmero de instantes de contacto (ou de mudangas de regime) no
intervalo [0, V/N], os n;’s sdo tais que n;A, < 7; < (n; + 1)A, e
By [ Xm0 80 X531 = Eppy oy [X 4180 [ X805 7]

é o valor esperado de X(,,; y1)a, dado X, A, e o facto que ocorreu uma mudanga
do regime p para o regime ¢ no instante 7; € [n;A,, (n; + 1)A,[, com p,q =
1,2, p#q.



10 P. P. Mota, M. L. Esquivel/Estimacao de limiares

Afirmacao 4.6 A soma em (13) tende para zero quando N — oo ou A, — 0.

Demonstra¢do. Em (13) temos as seguintes somas,

N—

—

2(X G+, — Eu [X4na, [ Xja,])x
=0

Xb

Xjn,] =B, (X414, XjAn])H(RpxRp)m(ﬁqxﬁq)v

Et X +1)A,
Hp (j+1) (15)

ke
Z

2(X(nj+1)Aw - E/J'q [X(TLJ+1)A1, |XTJ]) X

<
I

1
X (Ep, (X418, X5 ] = B [ Xy 41)a, [ Xn,a,]) H(Rpqu)ﬁ(ﬁrxﬁr)’

com p,q,r = 1,2, p # q.
Iremos mostrar que estas somas convergem para zero.

Comegando com Yja, = X(j+1)a, — Eu, [X(j+1)a,1Xja,], pela condicio
(4.3) podemos escrever

E.[XG4na, 1 Xia,] = Xja, + [1(Xja,) f2(Dn, 1),

pelo que a primeira soma,

Z [ JAn up[ (G+1)An 1Xja,] — uq[X(JH) J’An])H(RpxRp)n(ﬁqxéq)} =
7=0
N-1
= Z [YjAnfl(XjAn) (f2(Ans pp) — fZ(Aqu))]I(RpxRp)m(ﬁquq)} =
j=0
N-1
= (f2(An, pp) = f2(Dns pg) Z [ i, (X )H(RpxRp)m(éqxﬁq)}'
7=0

Repare-se que para i < 7,

E[Yia, f1(Xia,)Yia, f1(Xja,)] = E[E[Yia, fl( a)Ya, f1(Xja,) 13 ]] =

= E[Yia, f1(Xia, ) f1(Xja, ) E[Ya, |15} ]] =
(17)

uma vez que E[Y;a, [FN] = 0.
Teremos entao, usando o facto de (fa(Anp, ttp) — f2(An,ptg)) = O(Ay), Vi =
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11, ue e Chebyshev, que,

=

—1
P1|1O(An) ) Yja, fi(Xja,)| > €
j

Il
o

2
o(A2
< (52 )]E (ZYJA [1(Xja, ))
7=0
O 2 N-—1

= E | YVia, f1(Xa,))?| +

j=0

N-1

+E| > Yia, iXia)Yia, A(Xa )| | =

i#35,i.5=0

JAnfl ))2}
(18)

mas também temos,

E[YjA, f7(Xa,)] = E[ff (X8, EN7A, 157N = E[ff (Xja,)VY)a, 97 ]], (19)

com V[Yja, |§;V | a variancia condicional.
Uma vez mais usando a condicdo (4.3), vira
2
VYja, 9] =E [(X(jJrl)A — B, [X(1a,lX5a,]) |5‘"§V} = 20)
< 2B [(Xgrna, = Xia,) 1] + 2B [f2(X8,) (20, 0)F],

repare-se ainda que usando as condigoes (4.3) e (4.4) em conjunto com o facto
2
de E [X(2j+1)An|3"§V] =V [X(j+1)An S"jN] +E [XUH)AW}S";V} , se tem que

E [(X(j+1)A JA,L) |§N} =

X(]+1)A |3r } 2Xjn, E [X(j+1)An,|?§V] +XJ2A71

~E|

[X(J-H)A |F; } 2X32An =2Xa, f1(Xja,) f2(An, 1) + X?An =
91(Xja,)92(Bn, 1) + Xia, +2X,8, f1(Xja,) f2(An, 1)+

(X;

(X;

g1
+f12 a)f5(A n,ﬂ) Xin, = 2Xja, [1r(Xja,) f2(Dp, 1) =
= 91(Xja,)92(Ans 1) + f1(Xja, ) f3 (B, 1)

pelo que,

V[Yja, 1TV < 201(X5a,)92 (A, 1) + 4f7(X50,) 13 (Ap, ).
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donde
E[Yjs, fi(Xja,)] <

<E[ff(Xja,)201(X;a,)92(An, 1) + 4F7(Xja,) 15 (A, )] = (21)
= 2g2(An, WE[fT(Xja,)01(Xja,)] + 415 (An, WE[f(Xja,)] = O(AL),

tendo em atencao que pelas condicoes (4.3) e (4.4), f1(Xja,) < C1(1+|X;a, P),
f2(An, ) = O(Ay) e g1(Xja,) < Co(1+|X;a,|7) € g2(An, 1) = O(A,,), e ainda

porque
(C1(1 4 [Xja, [7)*(Co(1 + [Xja, 7)) <
<201C3 (14 [ Xja, % + | Xja, 7 + [Xja,P9)
e
(C1(1+ XA, 7)) < CL(L+ 418, [P + 6| Xja, [P + 41X, [P + [ Xja, ™)

pelo que o facto de

sup E[| X¢|"] < oo,
>0

com r = max(4p, 2p + q) ser suficiente para se obter que

N—-1
P Yia, (Bu, [X(+1)a, 1 Xia,]l—
=0

J

~Eu, (X418, X580 Ig, < )0 (R, Xéq):| ‘ > 5} (22)

2y N 3
=1

2A2
€ e2A2

Observagao 4.7 A sequnda soma consiste numa soma de um nimero de ter-
mos proporcional a VN, isto é ZN_lﬂ 5 .5y X VN, porque o ni-
prop s ) 225=0 “(RpxRy)N(RrxR,) ; porq

mero de mudangas de regime num intervalo [0,V N] nao se altera pelo efeito do
aumento do nimero de observagoes nesse intervalo (N observagoes) devido a
diminui¢ao de A, mas sim pelo aumento da amplitude do intervalo (VN ).

Para a segunda soma, com Y, = X(,, y1)a, — E,., [X(n,41)a, | X7, ], teremos,
uma vez mais, pela condigao (4.3),
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N-1
Z [ (B (X418, 1X0] = By (X418, X0, 8,0) Tr, o ryyn(Ryx By | =

=0
N-1

kv

[Y‘Fj (X’fj + fl(XTj)fZ((nj +1)A, — Tj, ,Uq)
=0

*anAn - fi (anAn)f2(Am ﬂr)) H(Rpqu)m(ﬁrxﬁr)} ’
podendo-se escrever,

[Yn (Euq [X(nj+1)An|XTj] —Eu, [X(nj+1)An|anAn]) H(R XRON(R. xR | —

N—1
= Yz, (XTJ — Xn;a )H(R X R )N(R.xR,)
§=0
N-1
+ Yo, f1(Xr) f2((ny + 1A, — Tj,ﬂq)H(Rpqu)m(ﬁrxﬁr)
j=0
N-1
- Yo, f1(Xn;a,) f2 (B, )T (RpxRy)N(R,xR,)
j=0

Observagao 4.8 Pode-se reescrever a terceira soma,

ZYT]ﬁ 8, )2 (B i)l p oy (Box i) =

N-—-1
= naﬂr Z YTJfl H(R qu)ﬂ(R xR,) "
7=0

Repare-se que, analogamente ao que foi feito anteriormente, para i < j
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temos,
E[Ynfl(Xn)f2((ni + 1A, — Ti?p’q)Yijl(XTj)fz((nj +1)A, - ijﬂq)] =
== E[YT7f1(XT7)f2((nl + 1)An - Tiay’q)x
X f1( X)) f2((ng + 1A, — 75, 1) E[Yz, | F2]] = 0,

E[Yz, f1(Xn,a,)Yr, f1(Xn;a,)] = E[Yr, f1(Xn,a,) f1(Xn,a, )E[Y2 [F]] = 0,

E[Y:, (X7, — XniAn)YTj (XTj - anAn)] =
= E[Yﬂ (X‘Fz - XniAn)(XTj - anAn)E[YTj |3F71XH =0
uma vez que E[YTJ|3",J:7J] =0.

Teremos entao, usando Chebyshev, e o facto de fo(A,, 1u) = O(A,), que

IN

N-—1
}:XafﬂXqUﬂWj+UAn—ﬁdw)>€]
j=0

2

< ig [ X, f2((nj + 1A, Tjaﬂq)} <
7=0
n, N AQ N—-1
< £2l8n i) Z V272X = 0(82") SEVERX)] @
=0 j=0
_ - oa) = o,
P ||0A,) Z Yo fi(Xna,)| > | € 255 Y E[V2f(Xna,)],
=0 =0

N-1

-1
1
P Yo (Xr, — Xp,a,)| > 5] <= E [YTQJ (X, — anAn)Q} 7

2

g2 4
J

Il
o

=0

de forma andloga ao que foi feito anteriormente e tendo em atengao que X, €
{m, M} prova-se que,

Por outro lado,

E[Y? (X7, = Xn,8,)°) = E[(Xr, = Xn,a >WIH

< 292(An, )E[g1 (X7, ) (X7, — )+

+ 413 (A, WE[fF (X)) (X, = Xnja,)?] = (26)
= 2g2(An, )g1 (XT]') [(XTj 1)2]

+ 43 (A, 1) (X7 )E[(X7, — Xija,)?] = O(AD),
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porque E[X;, — Xy,a,)?] = O(A,) (lema (5.1)) e uma vez mais por X, €
{m, M }. Pode-se concluir que cada uma das somas tende para zero, completan-
do-se a prova. ([l

Afirmacao 4.9 A soma em (14) € positiva.

Demonstracdo. Sera suficiente mostrar que, para p,g =1,2,p # q

N—

,_.

]+1 A | An] Euq [X(]Jrl)An|X]An])2]I(RP><Rp)ﬁ(§qxﬁq) > 0 . (27)
]=O

Pela condigao (4.3) podemos escrever

N-1
Z (Ep, (X118, 1X58,] = Ey, [X(j+1)An|XjA"])2H(RPXRP)O(EqXEq) =

j=0
N—1
2
([1(Xja) f2(Bn, pp) = [1(Xja,) f2(Bns 1)) H(RpxRp)m(ﬁqxﬁq) =
j=0
N—1
= (f2(An, pip) = f2(An, p1g))? 2 Mm% Ry)n(B,x By
7=0
(28)
Pelo que o resultado segue tendo em conta que
(fQ(Ana/up) - f2(Anan))2 = O(Ai) € ZH(RPXRP)Q(EQXEQ) x N = A2
O

Finalmente, em (12) temos LSEN(mg, Mp), em (13) temos uma soma que
converge para zero (afirmacao (4.6)), a soma em (14) é estritamente positiva
(afirmagao (4.9)).

Todos estes factos implicam que, para /Jy suficientemente grande, estamos
perante uma contradicdo & escolha de (my, My) como o estimador que minimiza
a soma do quadrados dos erros.

O

5 Resultados auxiliares

Este resultado foi utilizado na demostracao da consisténcia dos estimadores.
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Lema 5.1 Sob as condigoes (4.1) e (4.2), temos que Vs < t,
E[1X, - X,2] = (¢ - s|). (29)

Demonstra¢do. Como (a+b)? < (a+b)?+ (a —b)? = 2a® + 2b? e por aplicagio
da isometria de Ito,
2

E[|X: — X,|*)] =E

gz(E
:2<E

Pela desigualdade de Holder podemos escrever,

<

¢ ¢
/a(u,Xu)dqu/ b(o, X, )dB,

) = (0
)

t
/ la(, Xo)ldu = ||a(p, Xu)llLqs,g,0) < Llla(p, Xo)llz2(s,9,0) =

2 2

t t
/a(u,Xu)du +E /b(cr,Xu)dBu

2

t t
/ a(p, Xy)du / b2 (o, X)) du

+E|

S
¢ 1/2
=L / la(p, Xo)|?du| , com L = X([s,])"/? = |t — s|'/2.
S

Entao,

t
/ a(p, X,)du

E [|IX, - X.] <2 (t—5|/:u«: [la( X.)P du—l—/stIE (160, X.)P° du) .
(33)

2 t 2 t
< / o, X.)|du| < |t~ / la(, Xo)Pdu,  (32)
S S

e

Como consequéncia de
la(u, @) |[+b(o, )| < C(L+ |z]) = |a(p, 2) P < 2C°(1 + [2*) A [b(o, 2)]* <
<2C%*(1+ |z]?)

e de
sup E[| X¢|?] < oo
>0

podemos concluir que

/:]E {|a(u,Xu)|2} du=0(t—5) A /:IE [|b(a, Xu)ﬂ du = O(t — s)

e que,
E[|X, - X,"] = O(|t — s) + O(|t — s]) = O(]t — s]). (34)

Com isto conclui-se a prova do lema. O
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