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Resumo: Uma decomposi¢do da hipotese nula do teste de esfericidade para varias
amostras é utilizada, ndo s6 para obter de uma forma simples a estatistica de razao de
verosimilhancas do teste e a expressao do h-ésimo momento nulo, mas também, para
através da decomposi¢do induzida na fungdo caracteristica do logaritmo da estatis-
tica, obter distribuicOes quase-exactas para a estatistica de teste que correspondam a
funcgoes densidade e distribui¢ao que permitam, de uma forma rapida e facil, a obtengao
de quantis e p-values. A distribui¢do exacta da estatistica de razao de verosimilhangas
nao tem utilizacdo préatica devido & sua estrutura complexa e os resultados forneci-
dos, em termos de qualidade/precisdo, pelas aproximagoes assimptoticas disponiveis
na literatura podem ser francamente melhorados se optarmos antes pela utilizagao de
aproximacoes quase-exactas. Para estudar a qualidade das novas aproximagoes quase-
exactas e da aproximagao assimptotica obtida por Moschopoulos em [9] é utilizada
uma medida baseada nas férmulas de inversao.

Palavras—chave: distribuigdo gama quase-inteira generalizada, misturas, distribuicoes
quase-exactas, distribuig¢oes assimptdticas.

Abstract: A decomposition of the null hypothesis of the multi-sample sphericity test
is used, not only to obtain the likelihood ratio test statistic and the expression for the
null moments of the test statistic but also, using the induced factorization of the char-
acteristic function of the logarithm of the statistic, to obtain near-exact distributions
for this test statistic, that correspond to density and distribution functions that allow
the computation of quantiles and p-values in a easy and practical way. The exact
distribution of the test statistic has a complex structure and is not possible to use
in practical terms while the precision/quality of the results given by the asymptotic
approximations available in the literature can be substantially improved if instead we
use near-exact approximations. A measure based on the inversion formulas is used in
order to assess the quality of the new near-exact approximations and to compare them
with the asymptotic approximation obtained by Moschopoulos in [9]

Keywords: multi-sample sphericity test, generalized near-integer gamma distribu-
tion, mixtures, near-exact distributions, asymptotic distributions.
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1 Introdugao

A distribuicdo exacta da estatistica de razao de verosimilhancas do teste de esfe-
ricidade para varias amostras tem uma expressao complexa sendo praticamente
impossivel de utilizar na préatica. Por outro lado, como veremos, as aproxi-
macoes conhecidas nao revelam a necesséaria precisdo que as torne fidveis em
termos praticos. Desta forma justifica-se a obtencdo de novas aproximacoes,
nomeadamente aproximacoes quase-exactas, que sejam praticas e simultanea-
mente revelem elevado grau de precisao.

Distribuigoes quase-exactas para a estatistica de razao de verosimilhancas
do teste de esfericidade foram obtidas em [8]. Os autores comparam as aproxi-
magoes quase-exactas com aproximagoes baseadas no método de Box (veja-se
[2]) e no método ponto-sela (veja-se [3]), nos varios estudos numéricos apre-
sentados pode-se verificar que as aproximagoes quase-exactas demonstram em
todos casos ser mais precisas do que as restantes aproximagoes. Em [6] sdo obti-
das distribuicoes quase-exactas para a estatistica de razao de verosimilhancas
do teste de igualdade de matrizes de covaridncia, neste trabalho sao também
apresentados estudos numéricos que permitem verificar a elevada qualidade das
aproximagoes quase-exactas desenvolvidas nesse trabalho. Nos trabalhos de-
senvolvidos em [8] e [6] sdo obtidas factorizagbes das fungdes caracteristicas
do logaritmo da estatisticas de razao de verosimilhancas associadas aos testes
de esfericidade e de igualdade de varias matrizes de covariincia que serao uti-
lizadas para obter novas aproximagoes quase-exactas para a estatistica de razao
de verosimilhancas do teste de esfericidade para varias amostras.

2 A estatistica do teste de esfericidade para varias amostras
e a expressao dos momentos nulos

Consideremos g populacées multivariadas normais NP(Hj ,X5),i=1,....q eq

amostras independentes, sendo N; a dimensdo da j-ésima amostra (j = 1,...,¢q).
Pretendemos testar a hipdtese nula

Hy: Y1 =% =...=%,=1,0° (0? nio especificada) . (1)

Com o objectivo de obter aproximagoes quase-exactas vamos olhar de uma
forma diferente para Hy, isto é, vamos decompor esta hipotese da seguinte forma

Ho = Hopjoa © Hoa (2)
onde as hip6teses nulas parciais sao

Hopp: L1 =%2=...=3%,(=2%) , (3 ndo especificada) (3)

Hopjoa : X =021, (07 ndo especificada)

assumindo ¥; = ... =X, (= X).

(4)
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Com base na decomposi¢do em (2) podemos facilmente obter a expressdo da
estatistica (modificada) de razao de verosimilhancas do teste como o produto
das estatisticas (modificadas) de razdo de verosimilhancas (veja-se Lema 10.3.1
em [1]) utilizadas para testar as hipoteses nulas em (3) e (4), respectivamente
Az € Apjes dadas em [1] e [10]. Assim, a estatistica de teste ¢ dada por

A= /\ZlaAj;

q

IT |41
j=1

|A|n*/2

|A K n*p/2 (n*)n*p/Q

— 2 P
(tr A)" P/ I ()2
j=1

q
oy T 14472
= (pn*)pn /2 j=1 ! (6)
[ /2 AT
j

J=1

onde A; é a matriz de somas e produtos cruzados dos desvios para a média,
obtidos da j-ésima amostra, n; = N; — 1 (namero de graus de liberdade da
distribuicdo Wishart de 4;), A= A; +...+ A e n* =n; + ...+ n; (namero
de graus de liberdade da distribuicdo Wishart de A).

Dado que as estatisticas Aj; e A7, em (5) sdo independentes sob Hy em (1),
podemos obter a expressao do h-ésimo momento nulo de A\* como o produto
das expressoes dos h-ésimos momentos nulos de A7 e Aj (veja~se [1] e [10]),

obtendo assim
B[] = B (%)) x £ 00]

phpn*/QI\( 210) ]_"p
* h *
Pz rye)

onde I'(.) é a fungdo gama e I'y(.) denota a funcdo gama multivariada (veja-se

[1])-
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3 A funcao caracteristica de W = — log \*

As fungoes gama em (9) estdo bem definidas para qualquer h estritamente com-
plexo, pelo que podemos usar a expressao dos momentos de A\* para obter a
funcao caracteristica da variavel aleatoria W = — log A*, assim

Oy () = E[e"] = E[(A*)’“}

ey T(%2) ] a0 -i0)
lg[ nj—pnjit/Q T (% _ pit2n*) e Pp (712_J)

De forma a podermos desenvolver aproximagcoes quase-exactas para W vamos
usar a factorizagdo de @y (t) induzida pela decomposicio da hipdtese nula em
(1). Este processo estd bem descrito em [7]. Assim, usando as expressoes em
(7) e (8), substituindo h por —it, paran; =n (j =1,...,¢), temos

sy—n*pit/2 T ("2—*) . (2(1—it
oy () = —— 11 » (50— it) (11)
& omitse Tp (B (1 —it)) I, (%)
H n pnit/2 -~ P \"2 j=1 P\

Jj=1

Dy (t)

e () T (5 - ) (12)
r(me—oe)  T(y)

D2(t)

X

A funcéo caracteristica ®1(¢) é a fungio caracteristica da variavel aleatoria
—log A¥, a qual ainda pode ser factorizada no produto de duas fungoes carac-
teristicas. Em [6] os autores mostram que a funcdo caracteristica ®4(¢) pode
ser escrita como

(I)l(f,) = (bl,l(t) X @172@)

() (52

@111(15)

§ “’ﬁJ H j +big) Tla; +b3; —nit)
i [(aj +b;;) T'(a; + biy — nit)

i=1

X ﬁr(ap“‘bip)r( p + bip _%Zt) r
: I‘(ap—i—b’f)I‘(ap—f—blp 2it)
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onde @1 ;(t) é a fungio caracteristica de uma distribuicdo Gama Inteira Gene-
ralizada (GIG) de profundidade p — 1 (veja-se [4]), ou seja, correspondente &
soma de p — 1 variaveis aleatorias independentes com distribuicdo Gama, com
parametros de forma r; inteiros dados pelas expressoes (31) a (33) obtidas em
[6], e onde @4 2(t) é funcdo caracteristica correspondente & soma de um total
de [p/2] x ¢+ g x (p 1L 2) variaveis aleatorias independentes com distribuicdo
Logbeta multiplicadas por n ou n/2, sendo p 1L 2 o resto da divisdo inteira de
p por 2, sendo ainda

i — 27
aj=n+1—2j, bijZZj—l—f—Tj, b;’kal_b”J (14)

~_n+l-p

_ pg—q—p+2i—1
ap— B s

bip = T

Lt =lby) . (19)

A fungio caracteristica de —log A, € ®y(t) em (12). Em [8] os autores

mostram que pode ser factorizada no produto de duas funcoes caracteristicas,

@Q(t) = @2’1(15) Xq)gg(t)

p=l /o AN\t ] —Si+lp

= 11 d < it (16)
. n n
7j=1

@2’1(t)
ﬁ [(ajp + b; +¢j)  Tlajp+ b; - %it)

X ng - b
=2 [(ajp + b;) [(ajp + b; +¢; — Hit)

@2’2(”

onde @ 1(t) é a funcdo caracteristica correspondente & soma de p — 1 varidveis
aleatorias independentes com distribuicdo Gama, ou seja, uma distribui¢do GIG
de profundidade p — 1 com parametros de forma s;4 , inteiros dados pela ex-
pressao (14) em [8], e onde ®3 2(t) é funcdo caracteristica correspondente & soma
de p — 1 variaveis aleatorias independentes com distribui¢ao Logbeta multipli-
cadas por ng/2, com

ng+1

J Jj—1
s he=L _—
j,p 5 9 j

—+l m=b).

As expressoes das funcoes caracteristicas @3 1(f) e ®22(t) sdo obtidas a partir
da expressdo (11) em [8] substituindo n por ng e tendo em conta que os autores
em (8] ndo usam a estatistica \;,, mas sim a estatistica ( Z‘G)Q/”*.
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Teorema 1. A funcdo caracteristica Py (t), para W = —logA*, pode ser
escrita como

p—1 n—j r;r n—j —r;r
Dy (t) = H( — ) ( — —it)
j=1

Dy (1)
p—1 n— 7 Sj+1,p n— i —Sj+1,p
. ( ) ( q—it) (18)
. n n
Jj=1
J#q,---, aq
Dy, (1)
X (I>1 Q(t) X (bg Q(t)
q>W3(t)
onde o = V—_lj e
q
+ Tj + Sgxj+1,p i=1 ...«
Tj{rj j=a+1,...,p—1 (19)

com 7; e sj4+1,, dados respectivamente por (31) a (33) em [6] e (14) em [8].

Demonstragao. Verifica-se que « variaveis aleatérias com distribuicdo Gama
cujas fungoes caracteristicas sdo factores de ®, 1 (t), mais precisamente, as que
tém pardmetro de escala igual a (n—j/q)/n para j = q,2q, ..., aq, tém o mesmo
parametro de escala que algumas das varidveis aleatorias com distribuicdo Gama
com fungbes caracteristicas em @ 1(t). Entdo agrupamos em @y, (t) todas as
fungdes caracteristicas em @4 1 (¢) mais as fungdes caracteristicas em ®g 1 (t) que
correspondem a, variaveis aleatérias com distribuicao Gama cujo parametro de
escala é dado por (n — j/q)/n para j = ¢,2q,...,aq. Em ®y,(t) deixamos as
restantes func¢oes caracteristicas de @ 1(¢). m

4 Distribuicoes quase-exactas para W = —log \* e \*

A obtencao das distribuigdes quase-exactas para W é feita a partir da factori-
zagao da funcdo caracteristica em (18), aproximando assimptoticamente ®yy, (¢)
por outra funcao caracteristica, que neste caso corresponderd & fungao carac-
teristica de uma distribui¢do Gama ou & mistura de duas ou trés distribui¢oes
Gama. A aproximacao da distribui¢do da soma de variaveis aleatorias indepen-
dentes com distribuicao Logbeta por uma Gama ou uma mistura de Gamas esta
devidamente justificada em [6], [7] e [8]. Com este procedimento vamos obter
como distribui¢oes quase-exactas uma distribuicao Gama Quase-Inteira Gen-
eralizada (GQIG) (veja-se [5]) ou uma mistura de duas ou trés distribuicoes
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GQIG. Estas distribuicoes sdo distribui¢cbes altamente manejaveis e que ao
mesmo tempo apresentam valores muito proximos da distribuicao exacta que
pretendemos aproximar. Assim, vamos aproximar @y, () por @y, () dada por

h/2
Oy, (1) = Y pe A (A —it) (20)
k=1
com pesos pi > 0 tais que
h/2

> k=1, (21)
k=1

e onde h = 2,4 ou 6, conforme o caso em que 7y, (t) seja a fungao caracteristica
correspondente a uma variavel aleatoria Gama (h = 2) ou & mistura de duas
Gamas (h = 4) ou & misturas de trés Gamas (h = 6). Os parametros em (20)
sao obtidos através da resolucao do sistema de equacgoes

& & .
t=0 t=0

de forma a que os primeiros h momentos da distribui¢ao quase-exacta igualem
os primeiros h momentos exactos. O processo pode ser facilmente descrito a
partir do seguinte esquema:

QP (t) = Pw,(t) x Puy(t) X Dy, (1)
—_— ———— ——
distribuigio GIG Soma de distribuigdes Logbeta independentes

h/2

substituicdo assimptoética para ®w, (t) — Ek_l pr A%k (A—it) "%k

h/2
Dy, (£) X Dury () X > pr A (A —it)
k=1

&
=
2

h/2
- Z e P, (1) X Py, (1) x ASF (N — it) 5+
k=1

distribuigio GQIG ou mistura de distribuigdes GQIG
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Teorema 2. Se substituirmos assimptoticamente @y, (t) em (18) por @iy (t)
em (20) obtemos como distribui¢bes quase-exactas para W uma distribuigao
GQIG ou uma mistura de duas ou trés distribuicdes GQIG com profundidade

2p—1) —a+ 1 para a = L%J, consoante consideremos h = 2,4 ou 6, com

fungao densidade de probabilidade

h/2
GNIG -+ + .
E o f (w|r1 seesTp1s S2py--rSpp »Sus
— ————
v=1 i
excepto sj+1,p , J=4,---,q

n—1 n—p+1 n—-1/q n—(p—1)/q )\) (23)

geeey 5 geeey

n n n n
excepto “=I1 | j=q,....aq
e funcao distribuigao
h)2
GNIG + + .
E p, F (w|r1,...,rp71, S2.ps---sSpp s Su;
—_———
v=1

excepto sjt+1,p , J=4q,...,aq

geeey

-1 —p+1 n—1 —(p—1
n n—p+ o /q,m’n (p )/qj/\) (24)
n n n n

n—j/q

excepto = , J=@,...,aq

onde r;f e s;,p sdo dados respectivamente em (19) e na expressdo (14) em [8], e
onde para h = 2

2
ml ml
L _ M 25
mo —m? ¢ mg —m? (25)
com ,
_; 07 :
mj =1 j@@ws(t) t:07 j=12,

e para h =4 ou h = 6 os valores de p,, s, e A sdo as solugoes numéricas dos
sistemas de equagoes em (22), isto é das equagoes

d7
= @ Py, (t)

&, .

t=0

t=0

com
h/2—1

Prj2=1- Z Pk -
k=1



9

Demonstragao. Vamos considerar apenas o caso h = 6 uma vez que os outros
se demonsram de forma anéloga. Se na funcdo caracteristica de @y (t) em (18)
substituirmos Py, (t) por Py, ()* em (20)

3
O () ~ Dy (t) X By () X D pe A (A —it) ™
k=1

o5y (1)
3
~ S Dk D (1) X By (£) x A (A — i)~
k=1 distribuicio GIG distribuicio Gama

distribui¢cdo GQIG

ou seja, a fungao caracteristica da mistura de trés distribuicoes GQIG de profun-
didade 2(p—1)—a+1 com a = {%J e com correspondente funcao distribuicao

dada por (24). Os pardmetros p,, s, e A sdo obtidos de forma a igualar os seis
primeiros momentos de W, ou seja

di

J
o di

t

Note-se que a partir das distribui¢oes quase-exactas obtidas para W podemos
facilmente obter a distribui¢des quase-exactas para \*.

Corolario 2.1 Distribuicoes quase-exactas para a estatistica de razao de verosim-
ilhangas A* podem ser obtidas da seguinte forma

h/2
f)\* (e) ~ Zpu fGNIG<_ 10g€|ri", cee 7r;—17 52710’ A SILP )
————
v=1

excepto sjt+1,p , J=4q,...,aq

geeey

n—1 n—p+1,n—l/q“”’n—(p—l)/q,A)% (26)

n n n n
excepto % y J=q,--,aq
e
h/2
r (ﬁ) ~1— FEeNIG(_ €| + + .
\* ~ Py ogliry, ..., p_1, S2,py---55pp ,Sus
— %/_/
v=1

excepto sjt1,p , J=q,...,aq

~1 —p+1 n—-1 —(p-1
n )"'7n p+)n /q)"'7n (p )/q,A) (27)

n n n n

excepto 229 | j—g .. aq
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parah =2, h=40uh=06,0<{<1 e onde os parametros em (26) e (27) sdo
iguais aos das expressoes (23) e (24) do Teorema 2.

Demonstragao. Uma vez que no Teorema 2 sao obtidas distribui¢oes quase-
exactas para a variavel aleatéoria W = —log \*, para obtermos as correspon-
dentes distribuicoes quase-exactas de \* s6 é preciso ter em conta que

Fy«(0)=1— Fw(—log?)

onde F)-(-) representa a funcdo distribui¢do de A* e Fyy (+) a fungao distribuicdo
de W.m

5 Estudos numeéricos

Com o objectivo de avaliar a qualidade das distribui¢oes quase-exactas vamos
utilizar um medida de proximidade baseada na férmula de inversao das fungoes
caracteristicas e que nos da um "upper bound" para o modulo da diferenca entre
as respectivas funcoes distribuicdo. Assim, seja Y uma variavel aleatoria com
fungdo distribuicdo Fy (y) e funcdo caracteristica ®y (t), e sejam ®,,(¢) e Fy,(y)
as funcoes caracteristica e distribuicdo da variavel aleatoria X,,. Esta medida é

1 o0

:% .

Dy (1) — Pn(t)
t

A

IA

‘ dt, com max|Fy(y) — F.(y)|
yeS

A medida A ja foi utilizada em [6] e [8] para avaliar a qualidade das distribui¢oes
quase-exactas obtidas para a estatistica do teste de esfericidade e de igualdade
de matrizes de covariancia, respectivamente. Nas Tabelas e Figuras apresen-
tadas vamos denotar por GQIG, M2GQIG e M3GQIG respectivamente as dis-
tribuicoes quase-exactas GQIG, mistura de duas distribuicoes GQIG e mistura
de trés distribui¢oes GQIG. De forma a melhor podermos avaliar a qualidade
destas novas aproximagoes vamos utilizar como base de comparacdo a aprox-
imagdo assimptotica obtida por Moschopoulos em [9], e que denotaremos por
Box. Na Tabela 1 apresentamos os valores da medida A para o caso em que p
e n estao fixos e ¢ aumenta e ainda o caso em que p e n aumentam, mantendo-
se fixo o valor de ¢ e a diferenca n — p. Podemos observar que os valores
apresentados pelas aproximagoes quase-exactas sao consideravelmente menores
do que os valores obtidos para a aproximacgao de Moschopoulos, com especial
relevancia para a distribui¢ao M3GQIG que apresenta em todos os casos valores
consideravelmente mais baixos. Note-se ainda que ao contrario da aproximagao
assimptotica de Moschopoulos as aproximacoes quase-exactas apresentam boas
propriedades assimptoéticas para crescentes valores de p e q.

Na Tabela 2 apresentamos casos em que os valores de p e ¢ se mantém inal-
terados com aumentos sucessivos do valor de n. Mais uma vez as aproximacoes
quase-exactas apresentam valores de A substancialmente menores, continuando
a revelar o seu caracter assimptotico agora para valores crescentes de n. Como



Tabela 1: Valores da medida A para valores crescentes de g e p.

p q n M3GQIG M2GQIG GQIG Box

7 6 9 15x1071 89x107? 72x107% 1.7x10°
7 13 9 19x10712 20x107? 3.0x107% 2.6x10°
7 15 9 13x10712 15x107? 25x107% 2.8x10°
9 6 11 87x1071 13x107% 24x1076 2.8x10°
15 6 17 34x107% 12x1071°% 54x1077 6.8x10°

ja era de esperar a aproximacao assimptotica de Moschopoulos melhora os seus
valores & medida que os valores de n aumentam ficando todavia muito aquém

dos valores apresentados pelas aproximagoes quase-exactas.

Tabela 2: Valores da medida A para valores crescentes de n.

P q n M3GQIG M2GQIG GQIG Box

7 6 9 15x10711 89x107% 72x10°% 1.7x100°
7 6 60 93x1071 23x1071 31x1077 2.3x 102
7 6 120 78x10716 21x107'2 79x107% 5.4x 1073
7 6 200 12x1071 38x107¥ 28x107% 1.9x10°3

6 Conclusao

A decomposicao da hipotese nula em hipoteses nulas parciais condicionalmente
independentes é um processo facil de implementar, o qual pode ser utilizado com
sucesso na obtencao de distribuigoes quase-exactas para a estatistica de razao de
verosimilhangas utilizada para testar a hipotese nula em (1). As aproximagoes
quase-exactas revelam boas propriedades assimptoéticas nao s6 para valores cres-
centes da dimensao da amostra mas também no que diz respeito ao nimero de
variaveis e ao naimero de populagoes em estudo.

A aproximacéo assimptotica de Moschopoulos revela valores, para a medida
A, bastante superiores aos das aproximagoes quase-exactas. Os valores sdo de tal
forma elevados que, nomeadamente quando sdo superiores a 1, esta aproximacao
nao deveré sequer corresponder & distribui¢cao de uma variavel aleatoéria.

As distribuicbes quase-exactas nao so se revelam faceis de utilizar como, dado
o seu elevado grau de precisao, isto é, de proximidade & distribuicao exacta,
convertem-se numa ferramenta muito atil em termos praticos.
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